
Barem de corectare a soluţiilor la clasa a IX-a

1. Fie (xn)n≥1 un şir de numere naturale definit prin x1 = 1, x2 = 3 şi

xn+2 = restul ı̂mpǎrţirii numǎrului 23xn + 27xn+1 prin 2013 .

Arǎtaţi cǎ existǎ n0, k ∈ N∗, astfel ı̂ncât xn+k = xn, (∀)n ≥ n0.

start 1p
observǎ cǎ xn ∈ {0, 1, . . . , 2012}, (∀)n ∈ N 2p
deduce cǎ (xn, xn+1) ∈ {0, 1, . . . , 2012} × {0, 1, . . . , 2012}, (∀)n ∈ N 2p
cum {0, 1, . . . , 2012} × {0, 1, . . . , 2012} este finitǎ,
deduce cǎ existǎ n0, k ∈ N∗, cu (xn0

, xn0+1) = (xn0+k, xn0+k+1) 3p
aratǎ prin inducţie dupǎ n cǎ xn+k = xn, (∀)n ≥ n0 2p
total 10p

2. Rezolvaţi sistemul de ecuaţii  x3 − x + 2 = 2y
y3 − y + 2 = 2z
z3 − z + 2 = 2x.

start 1p
observǎ cǎ x3 − 3x + 2 = 2(y − x)(şi analoagele) 2p
descompune x3 − 3x + 2 = (x− 1)2(x + 2) 2p
deduce cǎ dacǎ x ∈ {−2, 1}, atunci x = y = z 2p
aratǎ cǎ dacǎ x < −2, atunci x > y, de unde x > y > z > x 1p
aratǎ cǎ dacǎ x > −2, x 6= 1, atunci x < y, de unde x < y ≤ z ≤ x 1p
deduce cǎ singurele soluţii sunt (−2,−2,−2) şi (1, 1, 1) 1p
total 10p

3. Fie ABC un triunghi oarecare, de laturi a, b şi c, D - punctul ı̂n care bisectoarea unghiului B̂AC
intersecteazǎ cercul circumscris triunghiului, iar M ∈ AB şi N ∈ AC puncte diferite de vârfurile tri-
unghiului.
a) Determinaţi y, z ∈ R cu proprietatea cǎ

AD = y ·AB + z ·AC .

b) Dacǎ P1, P2, P3 sunt trei puncte ı̂n planul P al triunghiului, iar (xi, yi, zi) ∈ R3, i = 1, 3 sunt trei
triplete de numere reale cu proprietatea cǎ xi + yi + zi = 1, (∀)i = 1, 3 şi

OPi = xi ·OA + yi ·OB + zi ·OC , (∀)O ∈ P,

atunci punctele P1, P2, P3 sunt coliniare dacǎ şi numai dacǎ existǎ u, v, w ∈ R cu proprietatea cǎ

uxi + vyi + wzi = 0 , (∀)i = 1, 3.



c) Arǎtaţi cǎ punctele M , N şi D sunt coliniare dacǎ şi numai dacǎ

b · BM

AM
+ c · CN

AN
=

a2

b + c
.

start 1p
a) aratǎ cǎ D este mijlocul segmentului [IIa](cu notaţiile clasice) 1p
deduce cǎ dacǎ AD = 1

2AI + 1
2AIa 0,5p

cum AI = b
a+b+c ·AB + c

a+b+c ·AC şi AIa = b
−a+b+c ·AB + c

−a+b+c ·AC, 1p

obţine cǎ AD = b
−a2+(b+c)2 ·AB + c

−a2+(b+c)2 ·AC 0,5p

b) considerǎ P1P2 şi P1P3 şi obţine cǎ
P1, P2, P3−coliniare⇐⇒ x1−x2

x1−x3
= y1−y2

y1−y3
= z1−z2

z1−z3 (1) 0,5p

pentru (=⇒) obţine cǎ u = y1z2 − y2zz, v = z1x2 − z2x1, w = x1y2 − x2y1 verificǎ cerinţa 1p
pentru (⇐=) dacǎ uxi + vyi + wzi = 0, (∀)i = 1, 3,
atunci x1−x2

y1−y2
= − v−w

u−w = x1−x3

y1−y3
1p

de unde obţine cǎ x1−x2

x1−x3
= y1−y2

y1−y3
= z1−z2

z1−z3 0,5p

c) aratǎ cǎ pentru M(xM , yM , 0) are loc xM

yM
= BM

MA
,

iar pentru N(xN , 0, zN ) xN

zN
= CN

NA
1p

considerǎ ecuaţia dreptei MN de forma ux + vy + wz = 0,

pentru care obţine cǎ v
u = −xM

yM
= BM

AM
,

respectiv w
u = −xN

zN
= CN

AN
1p

din a) deduce cǎ D
(

−a2

−a2+(b+c)2 ,
b(b+c)

−a2+(b+c)2 ,
c(b+c)

−a2+(b+c)2

)
0,5p

deduce cǎ D ∈MN ⇐⇒ b · BM
AM

+ c · CN
AN

= a2

b+c . 0,5p

total 10p

4. Fie ABC un triunghi isoscel, cu [AB] ≡ [AC].
a) Arǎtaţi cǎ dacǎ o dreaptǎ d care trece prin vârful A al triunghiului intersecteazǎ dreapta BC ı̂ntr-un
punct P , iar cercul circumscris triunghiului ABC a doua oarǎ ı̂ntr-un punct Q, atunci AP ·AQ = AB2.
b) Fie C un cerc tangent interior cercului circumscris triunghiului ABC ı̂ntr-un punct M aflat pe arcul
BC care nu coţine punctul A, şi tangent laturii [BC] a triunghiului ı̂ntr-un punct N . Arǎtaţi cǎ punctele
A, M şi N sunt coliniare.

start 1p

a) aratǎ cǎ ÂPB ≡ ÂBQ(dacǎ P ∈ (BC.) 2p
deduce cǎ ∆APB ∼ ∆ABQ 1p
şi obţine cǎ AP ·AQ = AB2 1p
b) considerǎ centrele O al cercului circumscris ∆ABC şi O1 al cercului C
observǎ cǎ O,O1,M sunt coliniare 1p

aratǎ cǎ ÂMO ≡ ÔAM 1p

considerǎ N ′ ∈ [AM ] ∩ [BC] şi obţine cǎ ÂMO ≡ Ô1N ′M 1p
deduce cǎ AO ‖ N ′O1, deci N ′O1 ⊥ BC 1p
deduce cǎ N = N ′ ∈ AM 1p
total 10p


