Barem de corectare a solutiilor la clasa a IX-a

1. Fie (#)n>1 un sir de numere naturale definit prin z; = 1, x5 = 3 si
Tp4o = restul Impartirii numarului 23z, + 27x,,+1 prin 2013.

Aratati ca exista ng, k € N*, astfel incat 2,1, = 2, (V)n > no.

start 1p
observa ca x,, € {0,1,...,2012},(V)n € N 2p
deduce ca (zy, Tn41) € {0,1,...,2012} x {0,1,...,2012},(V)n € N 2p
cum {0,1,...,2012} x {0,1,...,2012} este finita,

deduce ca exista ng, k € N*, cu (Tngy, Tno+1) = (Tng+ks Tno+k+1) 3p
arata prin inductie dupa n ca x,1x = zn, (V)n > ng 2p
total 10p

2. Rezolvati sistemul de ecuatii
2 —rx+2=2

Y-y +2=2z

25—z +2=2z.
start 1p
observa ca 2® — 3x + 2 = 2(y — x)(si analoagele) 2p
descompune 2% — 3z + 2 = (x — 1)*(z + 2) 2p
deduce ca daca z € {—2,1}, atunciz =y =z 2p
aratd ca dacd z < —2, atunciz >y, deunde z >y >z >z 1p
aratd cd daci x > -2,z # 1, atunciz <y,deunde x <y <z <z 1p
deduce ca singurele solutii sunt (-2, -2,-2) si (1,1,1) 1p
total 10p

3. Fie ABC un triunghi oarecare, de laturi a, b si ¢, D - punctul in care bisectoarea unghiului BAC
intersecteazé cercul circumscris triunghiului, iar M € AB si N € AC puncte diferite de varfurile tri-
unghiului.

a) Determinati y, z € R cu proprietatea ca

AD=y-AB+z-AC.

b) Daca Py, P, P3 sunt trei puncte in planul P al triunghiului, iar (z;,v:,2;) € R®4 = 1,3 sunt trei
triplete de numere reale cu proprietatea ca x; +y; + 2z, = 1, (V)i = 1,3 si

OP =z;,-OA+y;-OB+2-0C ,(Y)O€P,

atunci punctele Py, P», P sunt coliniare daca si numai daca exista u, v, w € R cu proprietatea ca

ux; +ovy; +wz; =0, (V)yi=1,3.



c¢) Aratati ca punctele M, N si D sunt coliniare daca gi numai daca

BM CN  a?
b =—+4c = = .
AM AN b+ec

start 1p
a) aratd cad D este mijlocul segmentului [I1,](cu notatiile clasice) 1p
deduce ca dacé AD = 1AI —|— 1AI 0,5p
b _ _
CumAI— +b+ ABb+ +b+ AC§1AI —@AB‘F%AC, 1p
Obtlne ca AD = W AB + W AC 0,5p
b) considera Py Py si Py Ps si obtine ca
Py, Py, Py—coliniare<= 71=72 = Zi Z; = 2=2 (1) 0,5p
pentru (:>) obtine cd u = Y129 — Y22, U = 21X2 — 22%1, W = T1Y2 — Tay; verifica cerinta 1p
pentru (<) daca ux; +vy; + wz; =0, (V)i = 1,3,
atunci =22 — =W — Z1-13 1p
Y1—Y2 u—w Y1—Ys3
de unde obtine ca 21=2 = N2 - 222 0,5p
1—T3 Y1—Ys3 z1—23 _
¢) aratd ca pentru M(mM,yM,O) are loc %‘j = %,
. T CN
iar pentru N(zn,0,2y) o == 1p
considera ecuatia dreptei M N de forma ux + vy + wz = 0,
pentru care obtine ca %7; _% = %,
iv @ — _zn _ CN

respectiv = = Z}Q’ =an o - 1p

. « — “+c c(b+c
din a) deduce ca D ( PR (e e _a2+(b+c)2> 0,5p

BM CN _ a®

deduce ca D € MN <= b - T TN T e 0,5p
total 10p

4. Fie ABC un triunghi isoscel, cu [AB] = [AC].

a) Aratati ca dacad o dreapta d care trece prin varful A al triunghiului intersecteaza dreapta BC' intr-un
punct P, iar cercul circumscris triunghiului ABC' a doua oara intr-un punct @, atunci AP - AQ = AB?.
b) Fie C un cerc tangent interior cercului circumscris triunghiului ABC intr-un punct M aflat pe arcul
BC care nu cotine punctul A, si tangent laturii [BC] a triunghiului intr-un punct N. Aratati ca punctele

A, M gi N sunt coliniare.

start

a) aratd ca APB = XB\Q(daca P e (BC)

deduce ca A APB ~ A ABQ

si obtine ca AP - AQ = AB?

b) considera centrele O al cercului circumscris A ABC si O; al cercului C
observa ca O, 01, M sunt coliniare

arata ca m = m

considerd N’ € [AM] N [BC] si obtine ca AMO = O, N'M

deduce ca AO || N'Oq, deci N'Oy; L. BC

deduce ca N = N' € AM

1p
2p
1p
1p

1p
1p
1p
1p
1p

total

10p



